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Integrales

Intégrale d'une fonction continue :
Définition: f étant continue entre deux réels a et b. On appelle intégrale de f entre

b b
aethb c'estle réel noté et définit par [ =I f(x)dx =[ F(x)] = F(b) — F(a)
a a

ou F: estune primitivede f surl (on ne tiendra pas compte de la constante)

Remarque : f estdite intégrable entre a et b <=> [ estcontinueentrea et b

nte e ] r e ‘Intégrale :
b

1 =I f(x) dx définit l'aire algébrigue (en ua)de la partie du plan limitée par :
a

© lacourbe ( Z;) @ l'axedesabscisses ® ladroite:x = a @ladroite x = b.

08ICUIS d'AiI'es s Soit a<b et f unefonctioncontinuesur[a,b]

L'aire A (en ua) de la partie du plan limitée par la courbe (%} ), I'axe des abscisses
et les droites d'équation : x = a et x = b est A = I b| f(x)| dx .
Propriétés Algébriques : :

of “rexpax =0 ) _":f(x).dx = I:f(x).dx

A b
L3 (zr.f(x)+ﬁ.g(x)),dx = a“' f(x).dx +BI gb(x ).dx (Linéarité de I'intégrale)

» b c b
®1 f(x)dx = I f(x).dx + J- f(x).dx (Relation de Chasles)
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Intégrations par Parties

incipe : UetV: deuxfonctions dérivablessur [ eta et b deuxréelsde/
r b !
dorsona: [PUG).V (@) dx= [U@) V() ]a- [PU@.vex) dx

Valeur Moyenne de f:

Définition : Soita < b et f fonction continuesur[a,b], on appelle valeur moyenne
de f sur[a,b], le réel noté et défini par : f = Bl;f:f(x) dx

Théoréme d'inégalités de la Moyenne

soit met M :deuxréels, siVxela,b]; m< f(xX) <M = m = 7 <M
Théoréme : si f continue sur[a,b] => T unréel oo € Ja ,b[ telque f(af)=f

Volume du Solide de Révolution

Soit f ¢ sur[a, b], le volume ¥V de solide de révolution engendré par la rotation de l'arc

AB={M(x,y)/y=f(x) et a<x <b}autourde (07) est: ¥ = nf [f(x)]zdx

Fonctions Définies par Intégrales

Cas Particulier : ;F(x)‘*’f: f{t)dt est la primitive de f surl = D, s quis'annule en a
(OF dérivable,_sur l
Conséquences : alors ona forcément' { F’(x}-—_. )

Cas Généraux : e R

U : dérivabl :
Conséquences : F est dérivable ssi [U(x) € ?Zabceg B

RGO O ‘U 'etVl dérwablesm
Conséquences : ¢ est dérivable ssi {U(x) et V(x) eT=
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Calcul d'Intégrale simple

Exercice N° 01 : Calculer les intégrales suivantes :

3 3
1)1 = | @®=5x+1)d 2 =J' 3--)d =I R = [
) IO(I x )dx )] ( ) X 3)! 1 (x \E)dx 4)" .[u +x?+1 -

2 6 3 3

5)I = —=——urx 61=J- 2_6x+5|d 7!=I = 81=J-'—x—

,[ 3x?+1 ) _1lx 4 | d ) L (x +2)* P ) :(x’~1)3dx

- n n By L. dx Al i[ ; ' *

9)1 —_ -.. CO‘:(——Z)«] dx 10)] = J- [3"‘“&1’15‘)5_(13“-\')3]611’ 11)1 ey In“ EES_—%X—) 12}1 = I;(SIHX]J(COSX)” dx

2

In tegrattons par Parties

Exercice N° 02 : En utilisant des intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :

T n

1)1 = Lx.cos(3x)dx 2)1 = I‘zkil-x.sin( 2ayde SLS)T = szz.cos x.dx 4) | =ID’E1 + x).sin( 4x)dx
0

0
Suites définies par Intégrales
Exercice N° 03 : On considére les suites |, et ] définiessur N* par !,,=I

m T

: = f
2x".sinxdx et J,= I x"_cos x.dx
0 0

1) Montrerque [,= 1 et ]1=§—1 puis calculer [;et ..

n+1
2) MontrerqueV nelN*, I,;=(n+1)]), et [.,5= (—2’5) —(+1)1,. Calculer alorsi;, J5, I, et Ja.

4

Exercice N°04 : v nel, on pose U, =J. 05 x.cos( 2nx)dx

1) Montrerque V nelN, cos(nm) = (—1)". Déterminer alors le terme général de la suite u,

w
2) \Linéariser f(x) = (sinx)*. Endéduire alorslavaleurde | = Jl 2 x.f(x)dx
0

1
Exercice N° 05 : ¥ neN onpose U, =I t"V1-tdt
0

1) MontrerqueVneN*, 0< U, < _! . Déduire limU,

n+1 n—+wo

2) Calculer U, et U;. Montrer que ¥ nelN*, U,= (2n+3) n—1- Endéduire les valeurs de U, et U,
I!’

Exercice N° 06 : Soit la suite U,, définie sur N par : Uoz“. cos(2x)dx ¥ neN*, U, =I xn .cos( 2x ).dx
T T 0 0

1) Montrer que la suite U,, est une suite décroissante décroissante

" ¥ "‘
2) Comparer U, et |= I 4 x“.dﬁ ur neN*. Déduire que la suite U, est convergente et calculer sa limite.
0

4) Calculer Uy et U;. Exprimer Uy, en fonctionde U,. En déduire lesvaleurs de U, et U

Exercice N° 07 : on définit la s

1) Calculer [,, I, et I,

1
ite [, par: Ia-af et VneN, .’,,=j t" 1 -t%de
1]

2) Trouver une relation de récurre ntre /, et [, Calculer /; et I,

Exercice N"08: soit 1,définie:
l)ca‘ﬂ“‘f’g,fjﬂlg. o
2 Mamgnwnsﬂ, Ima= i'-ﬁ-l, En déduire 1, 1,, 15 et I,

L4
par : ’n’Izm“x.dx
0




3) a)MontrerqueVneN, 0< I,y < I,

I I b ol
b) Montrer que ¥V neN, 1< ™% < —- Déduireque lim —"-=1
Intz2 Intz nom [

4) Soit la suite U, définiesur Npar Up, = (n+ 1)1, Ih4y

a) Montrer quevVne N, U, = g*
. 4 2 < i ’ .
b) Montrer que : 2 L) SHI )i T Déduire un encadrement de /14g0.

5) a) Démontrer par récurrenceque vV ne N, I, = mf;%

b) Trouver une formule analogue pour I5;,41.
n

Exercice N° 09 : Soit f lafonction f définie sur [1,+o[ par f(x) = L et on pose V n € N*, S, :z f(k)

3
% k=1

1) Veérifier que f est décroissante et positive sur [1, +o[. En déduire que la suite 5, est croissante.
n . n

2) Calculer I =| f(t)dt pourn=1. Déduireque 0 < J"r Fi(f ) dn-< % Calculer lim [j fEe)de }
1 n—» +x 1

3) a) Montrer que Vn 2 2, _[:H fddedt < f(k) = J-:-: f(t).dt

n+1l

b) DéduirequeVnz=1, j
2

N W

it Jdtex S — (1)< I;(t).dt Montrer alors queVn=1; 1<5,<
1

c) Soit la suite U,, = 1+ zia*” %«» et -—-13— Montrer que la U, convergente et donner un encadrement de sa limite.
3 n

Fonctions définies par Intégrales

redr
0 1rt2

Exercice N° 10 : soit la fonction F(x)= I

1) Déterminer le domaine de définition de F. Montrer que F est strictement croissante sur son domaine.
2) Onpose G(x) = F(tgx) pourtout x ]—g ; g[
Calculer G(0) et montrer que G est dérivable sur ]—g ; g [ Déduire que F(tgx) = x

1 3
dt B dr
3) Calculer I, = — gt ! ——-I —
B s .[01+t-’- 2 ;_;EIHZ

Exercice N° 11 : Soit f(x)= j 1+ t2de
0

1) a) Déterminer le domaine de déﬁniﬁon de la fonction f et montrer qu’elle est dérivable sur D;
b) Calculer f’(x) et déduire son sens de variation

2) Montrer que f est une fonction impaire et déduire le domaine d’étude D..

f(x)

3) Montrer que Yx e R, ona: f (x) = %xz . Déduire la limitede f (x) et —— en +x
: X

4) a) Montrer que 0(0,0) est un point d’inflexion pour %} et déterminer I'équation de la tangentea % en0

b) Construire % ( on donne [fi}w 1,2)

Exercice N° 12 : soit |a fonction f définie sur [-2,2] par f(x)=x+4-x?

e

1) Etudier la fonction f et représenter sa courbe %" dans un repére orthonormé.
F(x)=j' Va-t?de

4 e
e F'(x) = =4 sin’x ‘

2co8x

2) Soit F la fonction définie sur [0,

a) Montrer que F dérivable su

w

i o

i
ol

x

b) CalculerF(E). En déd x), F(x) = =2x + sin(2x) + ©. S
3) Soit A l'aire de la partie ¢ ie par la courbe ¥, et les droites dﬁitlons ”’f“' =x, x=-2 etx=2,

Montrer que A = F(0) - F(r). En déduire |:§:
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